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Ta¨ma¨ pro gradu -tutkielma ka¨sittelee henkivakuutuksia niissa¨ tapauksissa,
kun kaksi tai useampi henkilo¨ ottaa yhteisen ela¨ma¨n- tai kuolemanvarava-
kuutuksen. Tyypillisimmilla¨a¨n usean vakuutetun henkivakuutuksissa vakuu-
tettuja on kaksi. Yleensa¨ kyseessa¨ on pariskunta, joka haluaa ottaa yhtei-
sen vakuutuksen kuoleman varalta. Heilla¨ saattaa olla esimerkiksi yhteinen
asuntolaina tai lapsia. Otettava kuolemanvaravakuutus voi olla esimerkik-
si sellainen, etta¨ se kattaa mahdollisen kuoleman sattuessa vainajan osuu-
den asuntovelasta. Mahdollista on myo¨s, etta¨ vakuutus otetaan siten, etta¨
mika¨li pariskunnasta toisella on selva¨sti paremmat tulot kuin toisella, tur-
vaa vakuutus parempituloisen puolison kuoleman sattuessa eloon ja¨a¨neen ja
mahdollisten lasten toimeentulon.
Ta¨ssa¨ tutkielmassa oletetaan, etta¨ vakuutettujen elinajat ovat toisistaan
riippumattomia. Ta¨ma¨ oletus ei todellisuudessa va¨ltta¨mtta¨ ole totta, silla¨
esimerkiksi elintavat vaikuttavat vakuutetun elinaikaan. Monesti esimerkik-
si pariskunnilla on samanlainen ruokavalio. Puolison kuolema saattaa myo¨s
vaikuttaa eloon ja¨a¨neen vakuutetun ela¨ma¨nlaatuun ja -iloon.
Ta¨ssa¨ pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan usean vakuutetun henkiva-
kuutuksia kuitenkin myo¨s niissa¨ tapauksissa, joissa vakuutettuja on enemma¨n
kuin kaksi. Ta¨llasia vakuutuksia voisivat ottaa esimerkiksi yhtio¨kumppanit,
joista jokaisella on yrityksessa¨ oma vastuualueensa. Ta¨llo¨in yhden yhtio¨-
kumppanin kuoleman sattuessa yrityksella¨ olisi paremmat resurssit palka-
ta mahdollisimman pian tyo¨ntekija¨ tekema¨a¨n kyseinen tyo¨ tai kouluttautua
itse vastuualueen osaajaksi.
Aluksi tarkastellaan korkoutuvuuden ja kuolevuuden peruska¨sitteita¨ seka¨
niiden ominaisuuksia. Lisa¨ksi tarkastellaan vakuutetun ja¨ljella¨ olevaa elinai-
kaa satunnaismuuttujana ja laajennetaan ka¨site usealle vakuutetulle.
Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ la¨hdeta¨a¨n usein liikkeelle ela¨ma¨nvaravakuutuksesta, josta
sitten edeta¨a¨n kuolemanvaravakuutukseen. Tyo¨ssa¨ tutustutaan ensin ela¨-
ma¨nvaravakuutukseen kahden vakuutetun tapauksessa ja yleisessa¨ N:n va-
kuutetun tapauksessa. Ta¨ma¨n ja¨lkeen ka¨sitella¨a¨n kuolemanvaravakuutus kah-
den ja usean vakuutetun tapauksissa. Molemmissa tapauksissa johdan aluksi
nettokertamaksut kaikille na¨ille vakuutuksille.
Ta¨ma¨n ja¨lkeen tutustumme erityisesti yhtio¨n kannalta ta¨rkea¨a¨n vastuu-
velan ka¨sitteeseen. Vastuuvelan avulla tarkastellaan yhtio¨n velkaa vakuutuk-
sen ottajalle. Se siis kuvaa sita¨, kuinka paljon yhtio¨lla¨ tulisi olla varallisuut-
ta, jotta se selvia¨isi vastuistaan. Todellisuudessa yhtio¨illa¨ on myo¨s erilaisia
kiinteita¨ kuluja, jotka tulee ottaa huomioon vastuuvelkaa laskettaessa. Na¨ita¨
ka¨sittella¨a¨n ta¨ma¨n tutkielman kappaleessa 9, jossa tarkastellaan kahden hen-
gen ela¨ma¨nvaravakuutusta.
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Vastuuvelan ma¨a¨rittelemisen ja¨lkeen johdamme Thielen yhta¨lo¨n, joka on
ta¨rkea¨ apuva¨line yhtio¨lle, kun tarkastellaan vastuuvelan muutoksia. Ta¨ssa¨
tutkielmassa Thielen yhta¨lo¨n johtamiseen ka¨yteta¨a¨n virtausajattelua, jonka
avulla on mielesta¨ni helppo johtaa Thielen yhta¨lo¨ erilaisille vakuutuksille.
Viimeisessa¨ kappaleessa tutustumme usean vakuutetun henkivakuutuk-
sen mallintamiseen Markov -prosessin avulla. Tarkastelemme tarkemmin kah-
den vakuutetun kuolemanvaravakuutusta ka¨ytta¨en apuna intensiteettimallia
ja lopuksi johdamme na¨iden avulla vakuutuksen nettokertamaksun.
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2 Korkoutuvuus
Tarkastellaan aluksi koron ma¨a¨ra¨ytymista¨.1 Talletetaan hetkella¨ 0 tilille ra-
haa ma¨a¨ra¨ F = F (0) ja oletetaan, etta¨ sita¨ ei oteta tililta¨ pois. Hetkella¨ 1
rahaa on tililla¨ ma¨a¨ra¨ F (1) = (1 + i)F, jossa i ∈ [0, 1]. Kutsutaan suuret-
ta i vuosikoroksi. Oletetaan, etta¨ korkoa kertyy niin kutsutun korkoa korolle
-periaatteen mukaisesti. Ta¨llo¨in
F (t) = (1 + i)tF.
Oletetaan, etta¨ m ∈ N. Ta¨llo¨in 1
m
-mittaisen ajanjakson ajalta maksetaan
korkoa kertoimella (1 + i)
1




)m = 1 + i,
jossa suuretta i(m) kutsutaan m. osavuoden nimelliskoroksi.





Yleisesti ei voida olettaa, etta¨ korkoutuvuus olisi ajasta riippumaton vakio,
vaan todellisuudessa se muuttuu suhdanteiden mukana. Ta¨llo¨in merkita¨a¨n
korkoutuvuutta hetkella¨ t δ(t):lla¨.
Talletetun ma¨a¨ra¨n muutos hetkesta¨ t hetkeen t+ ∆ on
F (t+ ∆)− F (t)
∆





josta edelleen merkitsema¨lla¨ F ′(t) = dt
ds














jossa C0 ∈ R. Kun merkita¨a¨n eC0 = C > 0, saadaan
F (t) = e
∫ t
0 δ(s)ds+C0 = Ce
∫ t
0 δ(s)ds.
Koska alkuehdoksi voidaan olettaa F (0) = F, saadaan ratkaistuksi vakio C
F = Ce
∫ 0
0 δ(s)ds = C.
Siis
F (t) = Fe
∫ t
0 δ(s)ds.
Oletetaan, etta¨ talletuksen ma¨a¨ra¨ hetkella¨ n on F(n). Tiedeta¨a¨n, etta¨
korkoutuvuus on aikava¨lilla¨ [0, n] ma¨a¨ra¨ytynyt funktion δ(t) perusteella. Kun
haluamme tieta¨a¨, minka¨ suuruinen summa hetkella¨ 0 on talletettu, saamme
ratkaisun soveltamalla ylla¨ olevaa yhta¨lo¨a¨. Siis hetkella¨ 0, talletettu ma¨a¨ra¨
on ollut
F (0) = F = F (n)e−
∫ n
0 δ(s)ds
Ta¨ta¨ operaatiota kutsutaan diskonttaamiseksi. Diskonttaaaminen on e-
ritta¨in ta¨rkea¨ va¨line henkivakuutusmatematiikassa. Se johtuu siita¨, etta¨ tie-
da¨mme usein ensin sen, kuinka paljon vakuutetulle ta¨ytyy maksaa esimerkiksi
hetkella¨ n. Ta¨llo¨in diskonttaamalla kyseinen summa ta¨ha¨n hetkeen, saadaan
tulokseksi se rahama¨a¨ra¨, joka yhtio¨lla¨ ta¨ytyisi olla ta¨lla¨ hetkella¨. Todellisuu-
dessa ta¨ta¨ vaikeuttaa se, ettei tietoa toteutuvista koroista esimerkiksi tulevan
kymmenen vuoden ajalta ole kenella¨ka¨a¨n. Na¨ista¨ voidaan esitta¨a¨ korkeintaan
valistuneita arvioita.
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3 Ja¨ljella¨ oleva elinaika ja kuolevuus
Olkoon T positiivinen satunnaismuuttuja, joka kuvaa vastasyntyneen ja¨ljella¨
olevaa elinaikaa. Kun t ≥ 0 T : n ma¨a¨rittelee kertyma¨funktio




jossa f on jakauman tiheysfunktio. Oletetaan, etta¨ tiheysfunktioilla f , on
a¨a¨rellinen ma¨a¨ra¨ epa¨jatkuvuuspisteita¨ a¨a¨rellisilla¨ va¨leilla¨. Ta¨llo¨in on voimas-
sa
F ′(t) = f(t).
Olkoon Tx x-ika¨isen ja¨ljella¨ olevaa elinaikaa kuvaava positiivinen satun-
naismuuttuja todenna¨ko¨isyyskenta¨lla¨ (Ω, σ, P ). Tx:n kertyma¨funktiolle Fx on
voimassa
Fx(t) = P(Tx ≤ t) = P(T ≤ x+ t | T > x).
Ta¨ma¨ kuvaa siis todenna¨ko¨isyytta¨, etta¨ x-ika¨inen kuolee t vuoden kuluessa.
Vastaavasti on vakiintunut merkinta¨ tpx = 1 − t qx = P (Tx > t), joka siis
kuvaa todenna¨ko¨isyytta¨, etta¨ x-ika¨inen on elossa t vuoden kuluttua.
Merkinto¨ja¨ [Pesonen et al.] Seuraavat merkinna¨t ovat vakiintuneita hen-
kivakuutusmatematiikassa ja ta¨sta¨ eteenpa¨in ne oletetaan tunnetuiksi ta¨ssa¨
tutkielmassa.
tqx = P(x-ika¨inen kuolee t vuoden kuluessa)
= Fx(t) =
F (x+ t)− F (x)
1− F (x)
tpx = P(x-ika¨inen ela¨a¨ t vuoden kuluttua)
= 1− Fx(t) = 1− F (x+ t)
1− F (x)
tp0 = s(t) = P(vastasyntynyt ela¨a¨ t vuoden kuluttua)
Viimeisin na¨ista¨ on niin sanottu selviytymisfunktio, joka kuvaa siis vas-
tasyntyneen selviytymistodennko¨isyytta¨.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1 (Pesonen et. al). Olkoon ∆ > 0 mielivaltainen. Ylla¨ olevan
nojalla
∆qx =
F (x+ ∆)− F (x)
1− F (x) =
F (x+ ∆)− F (x)
∆
× ∆






F (x+ ∆)− F (x)
∆
× 1
1− F (x) .







F (x+ ∆)− F (x)
∆
× 1
1− F (x) =
f(x)
1− F (x) .
Merkitsema¨lla¨ yhta¨lo¨n vasenta puolta µ(x):lla¨ saadaan yhta¨lo¨
µ(x) =
f(x)
1− F (x) . (3.1)
Ta¨ta¨ kutsutaan kuolevuusintensiteetiksi tai lyhyesti kuolevuudeksi.
Lause 3.1 (Pesonen et al.). Olkoon t ≥ 0, x ≥ 0 F (x+ t) < 1. Ta¨llo¨in
tpx = e
− ∫ x+tx µ(u)du = e− ∫ t0 µ(u+x)du (3.2)
tqx = 1− e−
∫ x+t
x µ(u)du = 1− e−
∫ t
0 µ(u+x)du (3.3)
Todistus Riitta¨a¨ todistaa yhta¨lo¨ (??), koska toinen yhta¨lo¨ seuraa suoraan
ta¨sta¨.
Oletetaan ensin, etta¨ x = 0. Tarkastelemalla kuolevuuden ma¨a¨ritteleva¨a¨
yhta¨lo¨a¨ (??), voidaan huomata, etta¨ kuolevuus voidaan esitta¨a¨ logaritmisena
derivaattana











0 µ(u)du = 1− F (u) = t p0 = s(t)





















x µ(u)du = e−
∫ t
0 µ(x+u)du = t px. 2
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On hyva¨ huomioida, etta¨ ja¨ljella¨ olevan elinajan Tx tiheysfunktio ma¨a¨ra¨ytyy
seuraavasti
fx(t) = t pxµ(x+ t). (3.4)
Tarkastellaan seuraavaksi joukkoa, jossa on N vakuutettua. Oletetaan
vakuutettujen ja¨ljella¨ olevat elinajat T1, . . . , TN , toisistaan riippumattomiksi.
Ta¨llo¨in yhteiskertyma¨funktio ja¨ljella¨ oleville elinajoille on
Fx1,...,xN (t1, . . . , tN) = P(Tx1 ≤ t1, . . . , TxN ≤ tN)
Riippumattomuuden nojalle saadaan
Fx1,...,xN (t1, . . . , tN) =
N∏
j=1






Toisin sanoen ja¨ljella¨ olevien elinaikojen yhteistiheysfunktio on siis







Otetaan lisa¨ksi ka¨ytto¨o¨n merkinta¨ [Pesonen et al.]
Txj1 ,...,xjk = min{Txj1 , . . . , Txjk},
jossa k ∈ {1, . . . , N} ja 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ N. Riippumattomuuden nojalla
elinaikaan Txj1 ,...,xjk liittyva¨ kuolevuus on
µxj1 ,...,xjk (t) = µj1(xj1 + t) + . . .+ µjk(xjk + t), t ≥ 0. (3.6)
Ela¨ma¨nvaravakuutus Tarkastellaan yhden hengen ela¨ma¨nvaravakuutus-
ta, jonka vakuutuskauden pituus on n vuotta ja maksettava korvaus




Kun korvaus S = 1, merkita¨a¨n nettokertamaksua seuraavalla tavalla
Ax:n(V ) = e
− ∫ n0 (δ(s)+µ(x+s))ds. (3.7)
Laajennettuna vastaavasti N:lle vakuutetulle, joiden ja¨ljella¨ olevat elina-
jat oletetaan riippumattomiksi, saadaan
Ax1:...:xN :n(V ) = e
− ∫ n0 (δ(s)+µ1(x1+s)+...+µN (xN+s))ds (3.8)
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Jatkuvamaksuinen ela¨ke Yhden hengen n-vuotisen jatkuvan ela¨keva-







Vastaavasti n-vuotisen ela¨kevakuutuksen nettokertamaksu N:lle vakuute-






0 (δ(s)+µ1(x1+s)+...+µN (xN+s))dsdt (3.11)
Vaikka en ka¨sitteleka¨a¨n ta¨ssa¨ pro gradu -tutkielmassa ela¨kevakuutuksia,
tarvitsemme ela¨kevakuutuksen nettokertamaksua jatkuvan vakuutusmaksuin-
tensiteetin ma¨a¨rittelyssa¨ kappaleessa 6.
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4 Ela¨ma¨nvaravakuutus
Tarkastellaan ensin usean vakuutetun ela¨ma¨nvaravakuutusta, jossa vakuu-
tuskausi on n vuoden mittainen. Olkoon vakuutettujen ia¨t xi, i = 1, . . . , N
seka¨ ja¨ljella¨ olevat elinajat Ti, i = 1, . . . , N . Oletetaan, etta¨ vakuutettujen
elinajat ovat toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia. Olkoon vakuu-
tettujen kuolevuudet µi, i = 1, . . . , N . Usean vakuutetun ela¨ma¨nvaravakuu-
tuksessa korvauksen ma¨a¨ra¨ riippuu siita¨, ketka¨ vakuutetuista ovat elossa va-
kuutuskauden pa¨a¨ttyessa¨ hetkella¨ n. Mahdollisia korvauksen maksuhetkia¨ on
siis korkeintaan yksi. Se on vakuutuskauden lopussa eli hetkella¨ n.
Ela¨ma¨nvaravakuutuksessa vakuutetulle maksetaan korvaus S, mika¨li ha¨n
on elossa sovitun vakuutuskauden n pa¨a¨ttyessa¨. Mika¨li vakuutettu kuolee
ennen vakuutuskauden pa¨a¨ttymista¨, ei korvausta makseta.
4.1 Kaksi vakuutettua
Ajatellaan kahden vakuutetun yhdistettya¨ henkivakuutusta prosessina
Y (t) = (y1, y2), jossa
yj =
{
0 ,jos vakuutettu j on kuollut
1 ,jos vakuutettu j on elossa.
Merkinta¨ Y (t) kertoo siis molempien vakuutettujen tilan hetkella¨ t.









Aloitetaan pohtimalla, kuinka ela¨ma¨nvaravakuutuksen korvaus S ja netto-
kertamaksu P ma¨a¨ra¨ytyva¨t kahden vakuutetun tapauksessa. Ma¨a¨ra¨ytyko¨o¨n
kahden vakuutetun tapauksessa korvaus S seuraavasti:
S(1, 1) jos molemmat vakuutetut elossa hetkella¨ n
S(0, 1) jos vakuutettu 1 kuollut ja vakuutettu 2 elossa hetkella¨ n
S(1, 0) jos vakuutettu 1 elossa ja vakuutettu 2 kuollut hetkella¨ n
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Korvaus hetkella¨ n voidaan ilmaista indikaattorien avulla seuraavasti
S = S(1, 1)1(Tx1 > n, Tx2 > n)
+S(0, 1)1(Tx1 ≤ n, Tx2 > n)
+S(1, 0)1(Tx1 > n, Tx2 ≤ n).
Indikaattorifunktio on sellainen, etta¨
1(x ∈ A) =
{
1, jos x ∈ A
0, jos x /∈ A.
Se saa siis arvon yksi, jos tarkasteltava tila toteutuu ja arvon nolla, jos tila
ei toteudu. Toisin sanoen indikaattori nollaa ne summattavat termit, jotka
eiva¨t toteudu ja ja¨tta¨a¨ summaan toteutuneet termit.
Korvauksen S summattavista siis todellisuudessa korkeintaan yksi poikke-
aa nollasta. Korvaus hetkella¨ n ma¨a¨ra¨ytyy ainoastaan silla¨ perusteella, ovatko






Jotta yhtio¨n talous olisi tasapainossa pitka¨lla¨ aikava¨lilla¨ jokaisen eril-
lisen vakuutuksen osalta, ta¨ytyy yhtio¨n tulojen ja menojen vastata toisi-
aan. Ta¨llo¨in siis vakuutuksen nettokertamaksun ja maksettavien korvauksien
ta¨ytyisi olla yhta¨ suuret. Koska maksut ja korvaukset maksetaan kuitenkin
eri aikaan, ta¨ytyy yhta¨suuruudessa ottaa huomioon myo¨s ensin maksettavaan
suoritukseen vaikuttava korko. Ta¨llo¨in siis vakuutuksen nettokertamaksu P
ma¨a¨ra¨ytyy korvauksen S hetkeen nolla diskontattuna odotusarvona. Se on
tilojen toteutumistodenna¨ko¨isyyksilla¨ painotettu summa kussakin toteumas-










S(1, 1)P(Tx1 > n, Tx2 > n) + S(0, 1)P(Tx1 ≤ n, Tx2 > n)






S(1, 1) npx1 npx2 + S(0, 1)(1− npx1) npx2








S(1, 1)− S(0, 1)− S(1, 0)
)















S(1, 1)− S(0, 1)− S(1, 0)]Ax1x2:n(V )
+S(0, 1)Ax2:n(V ) + S(1, 0)Ax1:n(V ).
Merkita¨a¨n nyt korvauksia viela¨ toisin yhta¨lo¨n ?? mukaisesti
S∗(0, 1) = S(0, 1)
S∗(0, 1) = S(1, 0)
S∗(1, 1) = S(1, 1)− S(0, 1)− S(1, 0).
Nyt saamme siis kirjoitettua nettokertamaksun myo¨s muodossa
P = S∗(1, 1)Ax1x2:n(V ) + S
∗(0, 1)Ax2:n(V ) + S
∗(1, 0)Ax1:n(V ).
Ta¨ma¨ on la¨hinna¨ merkinna¨llinen helpotus eika¨ siis tietenka¨a¨n muuta
saatavaa lopputulosta. Kuten huomaamme esimerkissa¨ 4.1, helpottaa S∗-
merkinto¨jen ka¨ytto¨o¨notto ka¨yta¨nno¨n laskelmien tekemista¨. Huomion arvoista
on, etta¨ 1 -korvauksisen ela¨ma¨nvaravakuutuksen nettokertamaksu painottaa
nimenomaan sita¨ S∗-korvausta, jossa elossaolijat ovat samat kuin painotta-
vassa nettokertamaksussa on vakuutetut.
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4.2 Yleinen tapaus
Tarkastellaan usean vakuutetun ela¨ma¨nvaravakuutusta nyt yleisessa¨ tapauk-
sessa, kun vakuutettuja on N kappaletta.
Olkoon jokainen vakuutettu j = 1, . . . , N joko elossa tai kuollut hetkella¨
t. Merkita¨a¨n jokaisen vakuutetun tilaa seuraavasti
yj(t) =
{
0 ,jos vakuutettu j on kuollut hetkella¨ t
1 ,jos vakuutettu j on elossa hetkella¨ t
Koko prosessin tila ma¨a¨ra¨ytyy siis kaikkien vakuuttettujen tilan perus-
teella. Merkita¨a¨n ta¨ta¨ tarkastelun helpottamiseksi seuraavasti
Y (t) = (y1(t), . . . , yN(t)) = (1(Tx1 > n), . . . ,1(TxN > n)).
Nyt korvaus ma¨a¨ra¨ytyy ainoastaan silla¨ perusteella ketka¨ vakuutetuista





S(1(Tx1 > n), . . . ,1(TxN > n))
1(Txk1 > n, . . . , Txkl > n, Txr ≤ n ∀r /∈ {k1, . . . , kl}).
Ta¨ma¨ summa ka¨y la¨pi kaikki mahdolliset variaatiot, joissa l = 1, . . . , N
kiinnitettya¨ vakuutettua ovat elossa ja muut vakuutetut kuolleita. Summas-
sa on kuitenkin korkeintaan yksi nollasta eroava termi, silla¨ todellisuudessa
hetkella¨ n jokainen vakuutettu on joko elossa tai kuollut. Ta¨ma¨n vuoksi in-
dikaattori nollaa muut kuin todellisuudessa toteutuneeseen tilaan liittyva¨n
summattavan.





S∗(k1, . . . , kl)1(Tk1...kl > n).
Summassa ka¨yda¨a¨n la¨pi kaikki mahdolliset variaatiot elossaolevista va-
kuutetuista, minka¨ ja¨lkeen summataan niiden yli. Lisa¨ksi katsotaan la¨pi kaik-
ki mahdolliset variaatiot elossaolevista ryhmitta¨in ja maksetaan vastaava kor-
vaus, mika¨li kaikki kyseisen ryhma¨n vakuutetut ovat elossa.
Vakuutettujen k1, . . . , kl ollessa elossa hetkella¨ n ja muiden vakuutettujen





S∗(j1, . . . , jm).
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Ta¨ssa¨ siis tarkastellaan tilaa Y (n) ja poimitaan sielta¨ ne vakuutetut
k1, . . . , kl, jotka ovat elossa hetkella¨ n. Ta¨ma¨n ja¨lkeen tarkastellaan joukon
{k1, . . . , kl} kaikkien osajoukkojen {j1, . . . , jm} toteumiin liittyvia¨ korvauksia
S∗(j1, . . . , jm) ja summataan ne. Havainnoillistetaan ta¨ta¨ tarkemmin esimer-
kissa¨ 4.1.
Vastaavasti kuin kahden vakuutetun tapauksessa, on nettokertamaksu




























S∗(k1, . . . , kl)e





S∗(k1, . . . , kl) Axk1 ...xkl :n(V )
Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kolmen vakuutetun ela¨ma¨nvaravakuutusta, jos-
sa korvaus maksetaan vakuutuskauden lopussa eli hetkella¨ n silla¨ perusteella,
ketka¨ vakuutetuista ovat ta¨llo¨in elossa. Olkoon vakuutettujen ia¨t vakuutus-
kauden alussa x1, x2 ja x3. Oletetaan, etta¨ vakuutettujen ja¨ljella¨ olevat elina-
jat Tx1 , Tx2 , Tx3 ovat toisistaan riippumattomia. Sovittakoon, etta¨ hetkella¨ n
maksetaan korvaus S(Y (n)). Korvaukset ma¨a¨ra¨ytyva¨t siis alla olevan taulu-
kon mukaisesti. Nyt ka¨ytta¨ma¨lla¨ S∗-merkinto¨ja¨, saadaan korvauksille taulu-
kossa olevat yhta¨lo¨t.
Elossaolevat Korvaus
x1 S(1, 0, 0) = S
∗(1)
x2 S(0, 1, 0) = S
∗(2)
x3 S(0, 0, 1) = S
∗(3)
x1, x2 S(1, 1, 0) = S
∗(1) + S∗(2) + S∗(1, 2)
x1, x3 S(1, 0, 1) = S
∗(1) + S∗(3) + S∗(1, 3)
x2, x3 S(0, 1, 1) = S
∗(2) + S∗(3) + S∗(2, 3)
x1, x2, x3 S(1, 1, 1) = S
∗(1) + S∗(2) + S∗(3) + S∗(1, 2)
+ S∗(1, 3) + S∗(2, 3) + S∗(1, 2, 3)
Koska nyt siis halutaan ilmaista vakuutuksen nettokertamaksu S∗-suureiden
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avulla, ratkaistaan ne ta¨sta¨ yhta¨lo¨ryhma¨sta¨
S∗(1) = S(1, 0, 0)
S∗(2) = S(0, 1, 0)
S∗(3) = S(0, 0, 1)
S∗(1, 2) = S(1, 1, 0)− S(1, 0, 0)− S(0, 1, 0)
S∗(1, 3) = S(1, 0, 1)− S(1, 0, 0)− S(0, 0, 1)
S∗(2, 3) = S(0, 1, 1)− S(0, 1, 0)− S(0, 0, 1)
S∗(1, 2, 3) = S(1, 1, 1)− S(1, 0, 0)− S(0, 1, 0)− S(0, 0, 1)
−[S(1, 1, 0)− S(1, 0, 0)− S(0, 1, 0)]
−[S(1, 0, 1)− S(1, 0, 0)− S(0, 0, 1)]
−[S(0, 1, 1)− S(0, 1, 0)− S(0, 0, 1)]
= S(1, 1, 1)− S(1, 1, 0)− S(1, 0, 1)− S(0, 1, 1)
+S(1, 0, 0) + S(0, 1, 0) + S(0, 0, 1)
jolloin nettokertamaksuksi saadaan
P = S∗(1, 2, 3)Ax1x2x3:n(V ) + S
∗(1, 2)Ax1x2:n(V ) + S
∗(1, 3)Ax1x3:n(V )
+S∗(2, 3)Ax2x3:n(V ) + S
∗(1)Ax1:n(V )
+S∗(2)Ax2:n(V ) + S
∗(3)Ax3:n(V )
ja edelleen alkupera¨isilla¨ korvauksilla ilmaistuna nettokertamaksuksi saadaan
P = Ax1x2x3:n(V )[S(1, 1, 1)− S(1, 1, 0)− S(1, 0, 1)− S(0, 1, 1)
+S(1, 0, 0) + S(0, 1, 0) + S(0, 0, 1)]
+Ax1x2:n(V )[S(1, 1, 0)− S(1, 0, 0)− S(0, 1, 0)]
+Ax1x3:n(V )[S(1, 0, 1)− S(1, 0, 0)− S(0, 0, 1)]
+Ax2x3:n(V )[S(0, 1, 1)− S(0, 1, 0)− S(0, 0, 1)]
+Ax1:n(V )S(1, 0, 0) + Ax2:n(V )S(0, 1, 0) + Ax3:n(V )S(0, 0, 1).
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5 Kuolemanvaravakuutus
Johdetaan seuraavaksi usean vakuutetun kuolemanvaravakuutuksen koko-
naiskorvaus ja nettokertamaksu vastaavasti kuin usean vakuutetun ela¨ma¨n-
varavakuutukselle. Kuolemanvaravakuutuksessa korvaus maksetaan mika¨li
vakuutettu kuolee ennen vakuutuskauden pa¨a¨ttymista¨ eli ennen hetkea¨ n.
Oletetaan ta¨ssa¨ luvussa ja jatkossa kuolemanvaravakuutusta ka¨sitelta¨essa¨,
etta¨ korvaus maksetaan aina kuolinhetkella¨.
Kuolemanvaravakuutuksen osalta korvauksen ma¨a¨ra¨ ei ole yhta¨ yksinker-
tainen kuin ela¨ma¨nvaravakuutuksen osalta. Siina¨ missa¨ ela¨ma¨nvaravakuu-
tuksessa korvausajankohtia ja -ma¨a¨ria¨ on ainoastaan yksi, voi kuoleman-
varavakuutuksessa korvaushetkia¨ olla koko vakuutuskauden ajan. Jokaisen
kuoleman hetkella¨ korvaus riippuu ainoastaan siita¨, mihin tilaan siirryta¨a¨n
kuoleman sattuessa. Kokonaiskorvauksen osalta on siis merkitysta¨ myo¨s silla¨,
missa¨ ja¨rjestyksessa¨ vakuutetut kuolevat.
Oletetaan myo¨s kuolemanvaravakuutuksen osalta vakuutettujen ja¨ljella¨
olevat elinajat toisistaan riippumattomiksi. Ta¨ma¨ helpottaa mallin tarkas-
telua, mutta on myo¨s ka¨yta¨nno¨ssa¨ yleisesti ka¨yto¨ssa¨. Se, onko oletus ta¨ysin
realistinen, on hankalampi kysymys. Vakuutusyhtio¨n kannalta ei voida luo-
tettavasti arvioida, minka¨lainen riippuvuussuhde vakuutettujen elinaikojen
va¨lilla¨ on. Intuitiivisesti ajateltuna esimerkiksi puolisoiden eliaikojen va¨lilla¨
on todenna¨ko¨isesti jonkinlainen riippuvuussuhde; on mahdollista, etta¨ toisen
puolison kuollessa toisen ela¨ma¨nlaatu tai -halu laskee, jolloin se vaikuttaa
myo¨s elossaolevan puolison ja¨ljella¨ olevaan elinaikaan. Toisaalta samassa ta-
loudessa asuvilla puolisoilla on usein samankaltaiset ela¨ma¨ntavat, jotka tun-
netusti vaikuttavat kuolleisuuteen.
Oletetaan myo¨s ta¨ssa¨ luvussa, etta¨ vakuutettujen ia¨t hetkella¨ nolla ovat
xi, i = 1, . . . , N ja etta¨ ja¨ljella¨ olevat elinajat Ti, i = 1, . . . , N ovat toisis-
taan riippumattomia. Olkoon vakuutettujen kuolevuudet µi, i = 1, . . . , N.
Oletetaan edelleen vakuutuskauden pituudeksi n.
5.1 Kaksi vakuutettua
Tarkastellaan myo¨s kuolemanvaravakuutusta aluksi kahden vakuutetun osal-
ta. Kuolemanvaravakuutuksessa korvaus ma¨a¨ra¨ytyy seuraavasti:

S(0, 1) jos vakuutettu 1 kuolee ennen hetkea¨ n ja vakuutettu 2 on elossa
S(1, 0) jos vakuutettu 2 kuolee ennen hetkea¨ n ja vakuutettu 1 on elossa
S(0, 0) toisen kuoleman sattuessa ennen hetkea¨ n
Nyt siis korvauksen suuruus saattaa vaihdella riippuen siita¨ kumpi vakuu-
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tetuista kuolee ensin. Ta¨ma¨ voisi johtua esimerkiksi siita¨, etta¨ kyseessa¨ on
pariskunta, jonka toinen osapuoli on selkea¨sti paremmin palkattu kuin toi-
nen. Ta¨llo¨in paremmin ansaitsevan puolison kuollessa huonommin palkatun
puolison toimeentulo on paremmin turvattu suuremmalla kuolemantapaus-








Oletetaan edelleen, etta¨ vakuutetut ovat x1 ja x2 - ika¨isia¨ ja etta¨ vakuu-
tettujen elinajat ovat toisistaan riippumattomia.
Kahden hengen kuolemanvaravakuutuksen korvaus ma¨a¨ra¨ytyy siis seu-
raavasti
S = S(0, 1)1(Tx1 ≤ n, Tx1 < Tx2)
+S(1, 0)1(Tx2 ≤ n, Tx2 < Tx1)
+S(0, 0)1(Tx1 ≤ n, Tx2 ≤ n).
Toisin kuin ela¨ma¨nvaravakuutuksen tapauksessa, nyt summassa voi olla
useampi kuin yksi nollasta eroava termi. Kaikki termit eiva¨t kuitenkaan voi
olla nollasta eroavia, silla¨ ei ole mahdollista, etta¨ kahdesta ensimma¨isesta¨
summattavasta molemmat toteutuisivat.
Vastaavasti kuin ela¨ma¨nvaravakuutuksessa vakuutuksen nettokertamak-
su P saadaan korvauksen S hetkeen nolla diskontattuna odotusarvona. Nyt
korvauksia ei voi diskontata hetkesta¨ n, silla¨ korvaukset maksetaan aina kuo-






0 δ(s)ds1(Tx1 ≤ n, Tx1 < Tx2)
+S(1, 0)e−
∫ Tx2
0 δ(s)ds1(Tx2 ≤ n, Tx1 > Tx2)
+S(0, 0)[e−
∫ Tx1
0 δ(s)ds1(Tx1 ≤ n, Tx1 > Tx2)
+e−
∫ Tx2








0 δ(s)ds tpx1µ1(x1 + t) tpx2
+S(1, 0)e−
∫ t










− ∫ t20 δ(s)dsfx1x2(t1, t2)dt2dt1
]
.
Nyt siis ja¨lkimma¨isen kuoleman todenna¨ko¨isyys saadaan laskettua hel-
poimmin jakamalla se kahteen osaan. Ensimma¨isessa¨ on tarkasteltu toden-
na¨ko¨isyytta¨ tapaukselle, jossa vakuutettu 2 on kuolee ennen vakuutettua 1,
mutta molemmat kuitenkin ennen hetkea¨ n. Ta¨llo¨in korvaus diskontataan
hetkeen nolla vakuutetun 1 kuolinhetkesta¨. Toisessa tapauksessa kuolemien
ja¨rjestys on pa¨invastoin, jolloin myo¨s muut muutokset ovat vastaavat. Ti-
heysfunktiona molemmissa tapauksissa on vakuutettujen ja¨ljella¨ olevien eli-
naikojen yhteistiheysfunktio fx1x2 , joka ma¨a¨ra¨ytyy kuten yhta¨lo¨ssa¨ ??. To-
dettakoon viela¨, etta¨ ta¨llo¨in myo¨s integraalit ovat siis kaksiulotteisia.
5.2 Yleinen tapaus
Tarkastellaan nyt myo¨s kuolemanvaravakuutusta usean vakuutetun tapauk-
sessa, kun vakuutettuja on N kappaletta. Ta¨ssa¨kin tapauksessa huomion ar-
voista on, etta¨ kaikkien vakuutettujen ja¨ljella¨ olevat eliajat oletetaan toisis-
taan riippumattomiksi. Kuten ela¨ma¨nvaravakuutuksenkin tapauksessa, mer-
kita¨a¨n yksitta¨isen vakuutetun tilaa seuraavasti
yj =
{
0 ,jos vakuutettu j on kuollut
1 ,jos vakuutettu j on elossa
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ja koko prosessin tilaa seuraavasti
Y (t) = (y1, . . . , yN).
Yleista¨ tapausta kuolemanvaravakuutuksen osalta ei voi kuvata samoin
kuin ela¨ma¨nvaravakuutusta, silla¨ kuolemanvaravakuutuksen osalta merki-
tysta¨ on myo¨s silla¨, missa¨ ja¨rjestyksessa¨ vakuutetut kuolevat. Erona on myo¨s
se, etta¨ korvauksia voidaan maksaa koko vakuutuskauden ajan, jokaisella
kuolinhetkella¨.
Nyt hetkella¨ t maksettava korvaus S riippuu siis ainoastaan siita¨, mihin





S(Y (t) = (k1, . . . , kN))1(Y (t) = (k1, . . . , kN), Y (t) 6= Y (t−)).
Ta¨ma¨ summa ka¨y la¨pi kaikki mahdolliset tilavariaatiot, mutta summas-
sa on kuitenkin kullakin ajanhetkella¨ korkeintaan yksi nollasta eroava termi.
Summaa voidaan ajatella siten, etta¨ tarkastellaan jokaista vakuutettua erik-
seen olettaen, etta¨ muiden vakuutettujen tila pideta¨a¨n vakiona.
Sivuutetaan ta¨ssa¨ vaiheessa usean vakuutetun kuolemanvaravakuutuksen
nettokertamaksun laskeminen ja tarkastellaan sita¨ tarkemmin kappaleessa
10 Markov-prosessin avulla. Havainnoillistetaan kuitenkin seuraavassa esi-
merkissa¨ sita¨, kuinka monimutkaiseksi usean vakuutetun kuolemanvarava-
kuutuksen nettokertamaksun laskeminen muodostuu.
Esimerkki 5.1. Tarkastellaan nyt esimerkin avulla kolmen vakuutetun kuo-
lemanvaravakuutusta. Oletetaan, etta¨ vakuutettujen ia¨t ovat x1, x2 ja x3. Ole-
tetaan edelleen vakuutettujen ja¨ljella¨ olevat elinajat toisistaan riippumatto-
miksi. Olkoon vakuutuskauden pituus n vuotta. Oletetaan, etta¨ ekvivalenssi-
periaatteen mukainen vakuutusmaksu P maksetaan kerralla vakuutuskauden
alussa.
Kuvataan nyt prosessin tilaa Y(t):lla¨ siten, etta¨ Y (t) = (y1, y2, y3), jossa
yj =
{
0, jos vakuutettu j on kuollut
1, jos vakuutettu j on elossa,
kun j ∈ {1, 2, 3}.
Nyt koko vakuutuskauden aikana maksettava kokonaiskorvaus ma¨a¨ra¨ytyy
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seuraavasti
S = S(0, 1, 1)1(Tx1 ≤ n, Tx1 < Tx2 , Tx1 < Tx3)
+S(1, 0, 1)1(Tx2 ≤ n, Tx1 > Tx2 , Tx2 < Tx3)
+S(1, 1, 0)1(Tx3 ≤ n, Tx2 < Tx3 , Tx1 > Tx3)
+S(0, 0, 1)1(Tx1 ≤ n, Tx2 ≤ n, Tx1 < Tx3 , Tx2 < Tx3)
+S(0, 1, 0)1(Tx1 ≤ n, Tx3 ≤ n, Tx1 < Tx2 , Tx2 > Tx3)
+S(1, 0, 0)1(Tx2 ≤ n, Tx2 ≤ n, Tx1 > Tx2 , Tx1 > Tx3)
+S(0, 0, 0)1(Tx1 ≤ n, Tx2 ≤ n, Tx3 ≤ n)
Ta¨llo¨in nettokertamaksuksi saadaan

































































− ∫ t10 δ(s)dsfx1x2x3(t1, t2, t3)dt1dt2dt3]]
Ta¨sta¨ saa hyvin kuvan, kuinka monimutkaiseksi laskelmat voivat menna¨
kuolemanvaravakuutuksen osalta, kun vakuutettujen ma¨a¨ra¨ kasvaa ja kor-
vauksen ma¨a¨ra¨a¨n vaikuttaa suoraan se ketka¨ vakuutetuista kuolevat ja missa¨
ja¨rjestyksessa¨. Helpompi tapaus en sellainen, jossa kuolintapauskorvaus riip-
puu ainoastaan kuolemantapauksen ja¨rjestysluvusta, eika¨ siita¨ kuka kuolee.
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6 Jatkuva vakuutusmaksuintensiteetti
Kahdessa aikaisemmassa luvussa olemme olettaneet, etta¨ vakuutetut maksa-
vat vakuutusmaksun kokonaisuudessaan vakuutuskauden alussa. Yleista¨ kui-
tenkin on, etta¨ vakuutusmaksua ei makseta yhdessa¨ era¨ssa¨, vaan sita¨ makse-
taan esimerkiksi vuosittain tai kuukausittain. Kuten aikaisemminkin, vakuu-
tusmaksusuoritusten ta¨ytyy vastata tulevien korvausten odotusarvoa. Nyt
kuitenkin huomioon ta¨ytyy ottaa, etta¨ vakuutusmaksua maksetaan useam-
malla eri ajan hetkella¨ tai jatkuvasti.
Lisa¨ksi, koska kyseessa¨ on usean vakuutetut henkivakuutukset, voidaan
sopimus ra¨a¨ta¨lo¨ida¨ siten, etta¨ vakuutusmaksuitensiteetti riippuu siita¨ ketka¨
vakuutetuista ovat elossa maksuhetkella¨.
Kahden vakuutetun tapauksessa on usein ma¨a¨ritelty, etta¨ vakuutusmak-
sua maksetaan ainoastaan ensimma¨iseen kuolinhetkeen asti. Voidaan myo¨s
sopia, etta¨ vakuutusmaksua maksetaan vain, jos esimerkiksi pariskunnasta
paremmin ansaitseva osapuoli on elossa.
Oletetaan siis, etta¨ vakuutusmaksuintensiteetti on niin sanotusti tilasi-
donnainen eli etta¨ vakuutusmaksun suuruus riippuu ainoastaan siita¨ missa¨
tilassa prosessi on tarkasteltavalla ajanhetkella¨.
On myo¨s mahdollista sopia, etta¨ vakuutusmaksua maksetaan vain jo-
kin tietty ajanjakso. Esimerkiksi, jos vakuutuskausi on n vuoden mittainen,
maksetaan vakuutusmaksua sovitulla intensiteetilla¨, niin kauan kun kaikki
vakuutetut ovat elossa tai korkeintaan h ≤ n vuotta.
Ma¨a¨ritelma¨ 6.1. (Nyrhinen) Jos vakuutuskauden alussa maksettavan va-
kuutusmaksun suuruus on P, niin h vuotta maksettava jatkuva vakuutusmak-






0 (δ(s)+µ1(x1+s)+...+µN (xN+s))dsdt = Pax1:...:xN :h.





jossa P on kuten edellisissa¨ luvuissa riippuen siita¨, mika¨ vakuutustyyppi on
kyseessa¨. Ta¨ssa¨ ax1:...:xN :h on N:n vakuutetun jatkuvamaksuisen yksikko¨ela¨ke-
vakuutuksen nettokertamaksu kuten yhta¨lo¨ssa¨ ??.
Pohditaan seuraavaksi tilannetta, jossa vakuutusmaksuintensiteetti muut-
tuu riippuvaksi siita¨, ketka¨ vakuutetuista on elossa. Vakuutusmaksuintensi-
teetti hetkella¨ t riippuu siis siita¨, missa¨ tilassa prosessi on tuolla hetkella¨.
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Erikoistapauksena ta¨ssa¨ saattaisi olla esimerkiksi se, etta¨ intensiteetti riip-
puisi siita¨, kuinka monta vakuutettua on elossa. Ta¨llo¨in ei olisi va¨lia¨ silla¨
ketka¨ ovat elossa, vaan ainoastaan elossa olevien lukuma¨a¨ra¨lla¨.
Edelleenkin myo¨s ta¨ssa¨ tapauksessa, ta¨ytyy vakuutusmaksuja saada yh-













P (k1, . . . , kN)
P(Y (s) = (k1, . . . , kN), ti < s ≤ ti+1)
]
ds,
jossa t0 = 0 ja tn = n.
Jos prosessi on tilassa Y (s) = (k1, . . . , kN) aikava¨lilla¨ (ti, ti+1], makse-
taan ta¨llo¨in vakuutusmaksua vakiointensiteetilla¨ P (k1, . . . , kN) kyseisella¨ ai-
kavalilla¨. Ekvivalenssiperiaatteen mukainen kertamaksuinen vakuutusmaksu
P saadaan painottamalla vakuutusmaksuintensiteetit P (k1, . . . , kN) vastaa-
villa tilojen toteutumistodenna¨ko¨isyyksilla¨, summaamalla kaikki mahdolliset
tapaukset ja diskonttaamalla summa hetkeen 0. Ta¨ma¨n ja¨lkeen summataan
viela¨ yhteen kaikki aikava¨lit (ti, ti+1].
Esimerkki 6.1. Tarkastellaan uudestaan Esimerkkia¨ 4.1. Oletetaan nyt, etta¨
vakuutuskauden pituus on n = 35 vuotta ja vakuutusmaksua maksetaan jatku-
vasti intensitettilla¨ P vakuutuskauden ensimma¨iset h = 20 vuotta, kuitenkin
korkeintaan niin kauan, kun kaikki vakuutetut ovat elossa.
Olkoon vakuutettujen ia¨t x1 = 25, x2 = 28 ja x3 = 30 ja ma¨a¨ra¨ytyko¨o¨n
niita¨ vastaavat kuolevuudet Gompertzin kuolevuusfunktion µ(xj) = be
cxj mu-
kaisesti, kun b = 0, 0003 ja c = 0, 07. Olkoon lisa¨ksi korkoutuvuus vakio
δ = 0, 05.
Olkoon k jokin positiivinen vakio ja maksettavat korvaukset S(1, 0, 0) =
3k, S(0, 1, 0) = 4k, S(0, 0, 1) = 5k, S(1, 1, 0) = 10k, S(1, 0, 1) = 11k,
S(0, 1, 1) = 11k ja S(1, 1, 1) = 25k. Ma¨a¨ra¨ta¨a¨n nyt vakuutusmaksuinten-
siteetti P .
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S∗(1, 2) = 10k − 3k − 4k = 3k
S∗(1, 3) = 11k − 3k − 5k = 3k
S∗(2, 3) = 11k − 4k − 5k = 2k
S∗(1, 2, 3) = S(1, 1, 1)− S(1, 0, 0)− S(0, 1, 0)− S(0, 0, 1)
−[S(1, 1, 0)− S(1, 0, 0)− S(0, 1, 0)]
−[S(1, 0, 1)− S(1, 0, 0)− S(0, 0, 1)]
−[S(0, 1, 1)− S(0, 1, 0)− S(0, 0, 1)]
= 25k − 10k − 11k − 11k + 3k + 4k + 5k = 5k
Ta¨llo¨in nettokertamaksuksi saadaan
P = 5kAx1x2x3:n(V ) + 3kAx1x2:n(V ) + 3kAx1x3:n(V )
+2kAx2x3:n(V ) + 3kAx1:n(V ) + 4kAx2:n(V ) + 5kAx3:n(V )
= 5ke−
∫ n










0 (δ(s)+µ(x1+s))ds + 4ke−
∫ n
















































































Eli jos ajatellaan esimerkiksi, etta¨ k = 1000, niin ta¨llo¨in vakuutusmaksuin-
tensiteetti olisi P = 180.
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7 Vastuuvelka
Vastuuvelka on vakuutusyhtio¨lle ta¨rkea¨ apuva¨line riskien hallitsemiseksi. Sen
avulla voidaan pa¨a¨tella¨, millainen yhtio¨n taloudellinen tilanne on. Sen avulla
voidaan myo¨s ma¨a¨ritella¨ yhtio¨n tekema¨n tuloksen, voiton tai tappion, suu-
ruus.
Vastuuvelka koostuu kahdesta osasta. Ensimma¨isen osan muodostaa niin
sanottu korvausvastuu, joka koostuu jo tapahtuneista, viela¨ maksamatta ole-
vista, vakuutustapahtumista. Toinen osa vastuuvelasta koostuu yhtio¨lle mak-
settavista vakuutusmaksuista, jotka ovat siis tulevaisuudessa tapahtuvien va-
kuutustapahtumien pa¨a¨oma-arvoja. Vastuuvelka on na¨iden kahden osan ero-
tus. Intuitiivisesti vakuutetuille maksettavat korvaukset kasvavat ja toisaal-
ta yhtio¨lle maksettavat vakuutusmaksut taas va¨heneva¨t sopimuskauden ku-
luessa. Ekvivalenssiperiaatteen mukaisesti na¨iden ta¨ytyy kuitenkin vastata
toisiaan koko vakuutuskauden ajalta.
Usean vakuutetun tapauksessa vastuuvelan suuruus riippuu olennaisesti
siita¨, ketka¨ vakuutetuista ovat elossa ja ketka¨ kuolleet. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ vastuu-
velan laskennassa otetaan huomioon myo¨s erilaiset yhtio¨lle aiheutuvat kulut
ja sijoituksista saatavat tuotot. Tarkastellaan kuitenkin ta¨ssa¨ vastuuvelkaa
ilman kuluja ja sijoitustuottoja.
Ma¨a¨ritelma¨ 7.1. (Dickson et al.)
Olkoon vakuutettu elossa ajanhetkella¨ t ≥ 0. Ta¨llo¨in vastuuvelka hetkella¨
t on
V (t) = tulevien korvausten nykyarvon odotusarvo
− tulevien maksujen nykyarvon odotusarvo.
Useamman vakuutetun tapauksessa vastuuvelka ajatellaan riippuvaiseksi
siita¨, missa¨ tilassa prosessi on kullakin ajanhetkella¨. Merkita¨a¨n vastuuvelkaa
hetkella¨ t tilassa Y (t) symbolilla V (t, Y (t)).
7.1 Ela¨ma¨nvaravakuutuksen vastuuvelka
Aloitetaan ja¨lleen tarkastelemalla aluksi vastuuvelkaa ela¨ma¨nvaravakuutuk-
sen osalta, kun kyseessa¨ on kahden hengen ela¨ma¨nvaravakuutus. Ta¨llo¨in siis
vakuutusmaksut ja korvaukset ovat luvun 4.1 mukaiset. Lisa¨ksi, jos vakuutus-
maksua maksetaan jatkuvasti koko vakuutuskauden ajan, ma¨a¨ra¨ytyy mak-
suintensiteetti luvun 6 perusteella. Nyt, jos vain toinen vakuutetuista on
elossa hetkella¨ t, on vastuuvelka kuten yhden vakuutetun tapauksessa. Ta¨ma¨
johtuu siita¨, etta¨ kun toinen vakuutetuista on jo kuollut, otetaan huomioon
ainoastaan elossaolevan osalta maksettavat vakuutusmaksut ja mahdollinen
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korvaus hetkella¨ n. Oletetaan ensin, etta¨ vakuutettu 1 on elossa ja vakuutettu
2 kuollut hetkella¨ t. Ta¨llo¨in vastuuvelka hetkella¨ t on [Nyrhinen]




















t δ(s)dsP (1, 0) u−tpx1+tdu
Vastuuvelka lasketaan aivan vastaavasti, jos vakuutettu 1 on kuollut ja
vakuutettu 2 elossa. Siis ainoastaan tapaus, jossa molemmat vakuutetut ovat
elossa hetkella¨ t, poikkeaa yhden vakuutetun tapauksesta. Ta¨llo¨in vastuuvel-
ka on





S(0, 1)1(Tx1+t > n− t, Tx2+t < n− t)
+S(1, 0)1(Tx1+t < n− t, Tx2+t > n− t)









P (1, 1)1(Tx1+t > u− t, Tx2+t > u− t)
+P (0, 1)1(Tx1+t < u− t, Tx2+t > u− t)








S(0, 1) n−tpx1+t n−tqx2+t








P (1, 1) u−tpx1+t u−tpx2+t
+P (0, 1) u−tqx1+t u−tpx2+t
+P (1, 0) u−tpx1+t u−tqx2+t
]
du
Toisaalta voidaan ajatella, etta¨ vastuuvelkaa hetkella¨ t lasketaan ennen
kuin oikeastaan tiedeta¨a¨n, missa¨ tilassa prosessi tulee olemaan tuolla het-
kella¨. Ta¨llo¨in voidaan laskea vastuuvelka tarkastelemalla jokaista mahdollista
vaihtoehtoa ja ehdollistamalla ne silla¨, etta¨ prosessi on tilassa Y (t) hetkella¨ t.
Ta¨ssa¨ tapauksessa tarkasteltaisiin siis ennakolta mahdollisia tulevia vastuu-
velkoja jo ennen kuin tiedeta¨a¨n, mika¨ tilanne todellisuudessa tulee olemaan
hetkella¨ t. Ta¨ma¨ on kuitenkin yhtio¨n osalta kenties jopa toivottavaa, kos-
ka yhtio¨lle on ta¨rkea¨a¨ arvioida myo¨s tulevien riskien suuruutta, jotta se voi
suunnitella liiketoimintansa tarvittavan vakavaraisuuden sa¨ilytta¨miseksi. To-
dellisuudessa yhtio¨t tarkastelevat vastuuvelkoja ja vakavaraisuutta pa¨a¨asiassa
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koko vakuutuskantansa osalta. Ta¨rkea¨a¨ on kuitenkin myo¨s, etta¨ yksitta¨iset
vakuutukset ovat yhtio¨n kannalta kannattavia. Se on lopulta myo¨s asiakkaan
etu, etta¨ yhtio¨ pysyy toimintakykyisena¨ ja na¨in ollen pystyy huolehtimaan
tulevista korvauksista.
Kun kyseessa¨ on yleinen tapaus ela¨ma¨nvaravakuutuksesta, jossa vakuu-
tettuja on N kappaletta, riippuu vastuuvelan suuruus hetkella¨ t siita¨, ketka¨
vakuutetusta ovat ta¨llo¨in elossa. Tulevien korvausten pa¨a¨oma-arvo lasketaan
kuten nettokertamaksu kappaleessa 4, ottaen kuitenkin huomioon lyhenty-
nyt vakuutusaika ja se, ketka¨ vakuutetuista ovat elossa hetkella¨ t. Myo¨s tule-
vien maksujen pa¨a¨oma-arvo lasketaan kuten kappaleessa 4, ottaen kuitenkin
huomioon ketka¨ vakuutetuista ovat elossa tarkasteluhetkella¨.
7.2 Kuolemanvaravakuutuksen vastuuvelka
Kuolemanvaravakuutuksen osalta vastuuvelka lasketaan aivan vastaavasti
kuin ela¨ma¨nvaravakuutuksenkin tapauksessa. Edelleen perusperiaatteena on
tulevien korvausten ja maksujen pa¨a¨oma-arvojen erotuksen laskeminen. Aloi-
tetaan myo¨s nyt kahden vakuutetun tapauksesta hetkella¨ t ja oletetaan, etta¨
vakuutettu 1 on ta¨llo¨in elossa ja vakuutettu 2 on kuollut. Ta¨llo¨in siis vain va-
kuutettu 1 maksaa vakuutusmaksua (mika¨li na¨in on sovittu) ja vain korvaus
S(0, 0) on maksamattomista mahdollinen. Ja¨lleen ta¨ssa¨ tapauksessa vastuu-
velka on kuten yhden vakuutetun tapauksessa [Nyrhinen].





















S(0, 0)µ1(x1 + t) u−tqx1+t
−P (1, 0) u−tpx1+t
]
du.
Jos molemmat vakuutetut ovat elossa hetkella¨ t, saadaan vastuuvelaksi




t δ(s)dsS(0, 1)1(Tx1+t ≤ n− t, Tx1+t < Tx2+t)
+e−
∫ Tx2+t





t δ(s)ds1(Tx1+t ≤ n− t, Tx2+t < Tx1+t)
+e−
∫ Tx2+t









P (1, 1)1(Tx1+t > u− t, Tx2+t > u− t)
+P (0, 1)1(Tx1+t ≤ u− t, Tx2+t > u− t)












S(0, 1)µ1(x1 + u) u−tpx1+t u−tpx2+tdu

















P (1, 1) u−tpx1+t u−tpx2+t
+P (0, 1)µ1(x1 + u) u−tpx1+t u−tpx2+t
+P (1, 0)µ2(x2 + u) u−tpx2+t u−tpx1+t
]
du.
Aivan kuten ela¨ma¨nvaravakuutuksen tapauksessakin, yleinen N:n vakuu-
tetun kuolemanvaravakuutuksen vastuuvelka lasketaan tulevien korvausten
ja maksujen pa¨a¨oma-arvojen erotuksena, ottaen molemmissa huomioon se,
ketka¨ vakuutetuista ovat elossa tarkasteluhetkella¨ t.
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8 Thielen yhta¨lo¨
Kuten edellisessa¨ luvussa huomattiin, on vastuuvelan suuruus varsin erilai-
nen riippuen siita¨, missa¨ tilassa Y(t) ollaan hetkella¨ t. Yhtio¨n kannalta voi-
daankin pohtia, miten helposti ennakoitavissa vastuuvelan muutokset ovat.
Na¨iden muutoksien laskemisessa ka¨yteta¨a¨n apuna Thielen yhta¨lo¨a¨. Se kuvaa
vastuuvelan muutosta pienen aika¨va¨lin ∆ kuluessa, kun tiedeta¨a¨n la¨hto¨ti-
lanne hetkella¨ t. Thielen yhta¨lo¨n avulla voidaan siis arvioida vastuuvelan
muutoksia.
Yhteen vakuutussopimukseen liittyva¨n vastuuvelan muutos ei ole yhtio¨lle
kovinkaan ratkaisevaa, mutta yhtio¨n on ta¨rkea¨ seurata kaikkien vakuutusso-
pimustensa yhteenlaskettua vastuuvelan trendia¨.
Ta¨ssa¨ luvussa johdamme Thielen yhta¨lo¨t ela¨ma¨nvara- ja kuolemanvara-
vakuutuksille ka¨ytta¨ma¨lla¨ virtausajattelua. Sen avulla Thielen yhta¨lo¨n muo-
dostaminen hahmottuu helposti.
8.1 Thielen yhta¨lo¨ ela¨ma¨nvaravakuutukselle
Havainnoillistetaan Thielen yhta¨lo¨n johtamista kahden vakuutetun ela¨ma¨n-
varavakuutuksen tapauksessa seuraavalla virtauskaaviolla. Olkoon t ∈ (0, n)
ja ∆ > 0. Oletetaan, etta¨ hetkella¨ t prosessi on tilassa (1,1). Kaaviossa nuolet
kuvaavat mahdollisia tapahtumia aikava¨lilla¨ (t, t+ ∆] ja nuolien vieressa¨ on
mainittu kyseisen tapahtuman todenna¨ko¨isyys. Kuten kuvasta ka¨y ilmi, ei
ta¨ssa¨ oteta huomioon mahdollisuutta, etta¨ molemmat vakuutetut kuolisivat
pienen aikava¨lin ∆ kuluessa. Ta¨ma¨ perustuu siihen, etta¨ todenna¨ko¨isyys, etta¨
molemmat vakuutetut kuolevat aikava¨lin ∆ kuluessa on o(∆), jossa o(∆)→
0, kun ∆→ 0.






−P (0, 1)(t+ ∆− Tx1+t)
V (t+ ∆, (1, 0))− P (1, 1)Tx2+t
−P (1, 0)(t+ ∆− Tx2+t) V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆
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Vastuuvelka hetkella¨ t, kun ta¨llo¨in ollaan tilassa (1,1), on V (t, (1, 1)).
Ylin nuoli kuvaa tapausta, jossa vakuutettu 1 kuolee aikava¨lilla¨ (t, t + ∆).
Ta¨llo¨in hetkella¨ t+ ∆ ollaan siis tilassa (0,1). Aikava¨lilla¨ (t, t+ ∆) vakuutus-
maksuja on maksettu vakuutetun 1 kuolemaan asti intensiteetilla¨ P (1, 1) ja
ta¨ma¨n ja¨lkeen intensiteetilla¨ P (0, 1). Kertoimet na¨ihin tulevat maksuaikojen
pituuksista. Muut tapaukset rakentuvat vastaavasti.
Nyt painottamalla jokainen siirtyma¨vaihtoehto vastaavalla todenna¨ko¨isyydella¨,
saadaan yhta¨lo¨
V (t, (1, 1)) = ∆qx1+t
[
V (t+ ∆, (0, 1))− P (1, 1)Tx1+t




V (t+ ∆, (1, 0))





V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆
]
+ o(∆).
Yhta¨lo¨n saattamiseksi differentiaalimuotoon, ka¨yta¨mme apuna seuraavia
yhta¨lo¨ita¨
∆qx+t = µ(x+ t)∆ + o(∆) (8.1)
e−
∫ t+∆
t δ(s)ds = 1− δ(t)∆ + o(∆). (8.2)
Na¨ista¨ ensimma¨inen seuraa suoraan kuolevuusintensiteetin ma¨a¨ritelma¨sta¨
3.1.
Ta¨llo¨in tarkasteltava yhta¨lo¨ saadaan muotoon
V (t, (1, 1)) =
[
µ1(x1 + t)∆ + o(∆)
][
V (t+ ∆, (0, 1))− P (1, 1)Tx1+t




µ2(x2 + t)∆ + o(∆)
][
V (t+ ∆, (1, 0))− P (1, 1)Tx2+t




1− µ1(x1 + t)∆− µ2(x2 + t)∆ + o(∆)
][
1− δ(t)∆ + o(∆)][V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆]
= µ1(x1 + t)V (t, (0, 1))∆ + µ2(x2 + t)V (t, (1, 0))∆
+
[
1− µ1(x1 + t)∆− µ2(x2 + t)∆
][
1− δ(t)∆]
(V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆) + o(∆)
= µ1(x1 + t)V (t, (0, 1))∆ + µ2(x2 + t)V (t, (1, 0))∆[
1− δ(t)∆− µ1(x1 + t)∆− µ2(x2 + t)∆
][
V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆]+ o(∆)
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= µ1(x1 + t)V (t, (0, 1))∆ + µ2(x2 + t)V (t, (1, 0))∆
+V (t+ ∆, (1, 1))− δ(t)V (t, (1, 1))∆− P (1, 1)∆
−µ1(x1 + t)V (t, (1, 1))∆− µ2(x2 + t)V (t, (1, 1))∆ + o(∆).
Sijoittelemalla termit toisin, ta¨sta¨ saadaan differentiaaliyhta¨lo¨ vastuuve-
lalle, jota siis kutsumme Thielen yhta¨lo¨ksi kahden hengen ela¨ma¨nvaravakuu-
tukselle.
V ′(t, (1, 1)) = lim∆→0
V (t+ ∆, (1, 1))− V (t, (1, 1))
∆
= δ(t)V (t, (1, 1)) + P (1, 1)
−µ1(x1 + t)
[
V (t, (0, 1))− V (t, (1, 1))]
−µ2(x2 + t)
[
V (t, (1, 0))− V (t, (1, 1))].
Intuitiivisesti N:lle vakuutetulle Thielen yhta¨lo¨ksi saadaan







V (t, Y (t+ ∆) = (k1, . . . , kj−1, 0, kj+1, . . . , kN))
−V (t, Y (t) = (k1, . . . , kj−1, 1, kj+1 . . . , kN)
]
,
jossa siis summa ka¨y la¨pi kaikki elossa olevat vakuutetut j ja pienella¨ rajoi-
tetulla aikava¨lilla¨ muiden vakuutettujen tilat sa¨ilyva¨t, mutta vakuutettu j
kuolee.
Kun Thielen differentiaaliyhta¨lo¨ halutaan ratkaista, on ta¨rkea¨a¨ tieta¨a¨
myo¨s mahdolliset reunaehdot saaduille ratkaisuille. Ela¨ma¨nvaravakuutukselle
ne ma¨a¨ra¨ytyva¨t kuitenkin melko intuitiivisesti. Tieda¨mme, etta¨ vakuutus-
kauden alussa tulevien maksujen ja tulevien korvausten ta¨ytyy olla ekviva-
lenssiperiaatteen mukaan yhta¨ suuret. Ta¨ma¨n vuoksi vakuutuskauden alussa
V (0, Y (0)) = 0. Lisa¨ksi tiedeta¨a¨n, etta¨ ela¨ma¨nvaravakuutuksen korvaukset
maksetaan vakuutuskauden lopussa hetkella¨ n, joten V (n, Y (n)) = S(Y (n)).
Ta¨ma¨ ei ole siis yksika¨sitteinen, vaan riippuu siita¨ tilasta, jossa prosessi on
hetkella¨ n.
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8.2 Thielen yhta¨lo¨ kuolemanvaravakuutukselle
Johdetaan nyt Thielen yhta¨lo¨ vastaavasti myo¨s kahden hengen kuolemanva-
ravakuutukselle. Toisin kuin ela¨ma¨nvaravakuutuksessa, kuolemanvaravakuu-
tuksen virtauskaaviossa (ja siis myo¨s Thielen yhta¨lo¨ssa¨) esiintyva¨t luonnolli-
sesti myo¨s tapausta vastaavat kuolemantapauskorvaukset.






−P (0, 1)(t+ ∆− Tx1+t)
S(1, 0) + V (t+ ∆, (1, 0))− P (1, 1)Tx2+t
−P (1, 0)(t+ ∆− Tx2+t) V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆
Ja¨lleen painottamalla muutosvaihtoehdot niita¨ vastaavilla todenna¨ko¨isyyksilla¨
saadaan yhta¨lo¨
V (t, (1, 1)) = ∆qx1+t
[
S(0, 1) + V (t+ ∆, (0, 1))− P (1, 1)Tx1+t




S(1, 0) + V (t+ ∆, (1, 0))










µ1(x1 + t)∆ + o(∆)
][
S(0, 1) + V (t+ ∆, (0, 1))− P (1, 1)Tx1+t




µ2(x2 + t)∆ + o(∆)
][
S(1, 0) + V (t+ ∆, (1, 0))− P (1, 1)Tx2+t




1− µ1(x1 + t)∆− µ2(x2 + t)∆ + o(∆)
][
1− δ(t)∆ + o(∆)][V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆]+ o(∆)
33
= µ1(x1 + t)S(0, 1)∆ + µ1(x1 + t)V (t, (0, 1))∆ + µ2(x2 + t)S(1, 0)∆
+µ2(x2 + t)V (t, (1, 0))∆ +
[
1− µ1(x1 + t)∆− µ2(x2 + t)∆− δ(t)∆
][
V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆]+ o(∆)
= V (t+ ∆, (1, 1))− P (1, 1)∆− δ(t)V (t, (1, 1))∆
+µ1(x1 + t)
[
V (t, (0, 1))− V (t, (1, 1))]∆
+µ2(x2 + t)
[
V (t, (1, 0))− V (t, (1, 1))]∆
+µ1(x1 + t)S(0, 1)∆ + µ2(x2 + t)S(1, 0)∆ + o(∆).
Siirta¨ma¨lla¨ termeja¨ puolelta toiselle ja jakamalla puolittain ∆:lla, saadaan
Thielen yhta¨lo¨ksi
V ′(t, (1, 1)) = lim∆→0
V (t+ ∆, (1, 1))− V (t, (1, 1))
∆
= δ(t)V (t, (1, 1))P (1, 1)
−µ1(x1 + t)
[
S(0, 1) + V (t, (0, 1))− V (t, (1, 1))]
−µ2(x2 + t)
[
S(1, 0) + V (t, (1, 0))− V (t, (1, 1))].
Kuolemanvaravakuutukselle luontevat alkuehdot ovat V (0, Y (0)) = 0 ja
V (n, Y (n)) = 0. Na¨ista¨ ja¨lkimma¨inen perustuu vakuutuksen korvausperus-
teisiin; kuolemanvaravakuutuksen osalta hetken n ja¨lkeen ei makseta ena¨a¨
korvauksia eli hetkeen n mennessa¨ on jo maksettu kaikki mahdolliset kor-
vaukset ja ta¨ma¨n ja¨lkeen yhtio¨n maksusitoumus pa¨a¨ttyy. Ensimma¨isessa¨ pe-
rustelut ovat samat kuin ela¨ma¨nvaravakuutuksen alkuehdoissa.
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9 Bruttovakuutusmaksut
Kappaleissa 4 ja 5 johdimme ela¨ma¨nvara- ja kuolemanvaravakuutuksille net-
tokertamaksut ekvivalenssiperiaatteen avulla, mutta ta¨llo¨in oletimme, etta¨
maksujen ta¨ytyy vastata maksettavia korvauksia. Todellisuudessa yhtio¨lle
aiheutuu vakuutuksista myo¨s muita kuluja, jotka yhtio¨n ta¨ytyy ottaa huo-
mioon vakuutuksien hinnoittelussa. Ta¨llaisia kuluja ovat esimerkiksi vakuu-
tuksen perustamis- ja lopettamiskustannukset, maksujen perimiskustannuk-
set ja korvausten maksukustannukset. Yhtio¨ voi ottaa myo¨s huomioon vakuu-
tukseen liittyva¨n riskin kustannukset. Tarkastellaan ta¨ssa¨ kappaleessa jatku-
vamaksuista ela¨mnvaravakuutusta. Olkoon bruttovakuutusmaksuintensiteet-
ti B.
Tarkastellaan ta¨ssa¨ kappaleessa vakuutusta, johon liittyvia¨ kuluja mer-
kita¨a¨n seuraavasti (Nyrhinen): κB maksuun suhteutettu kuormitusεS korvaukseen suhteutettu kuormitus
I kiintea¨, perustamiskustannukset kattava kuormitus
Oletetaan ta¨ssa¨, etta¨ κ, ε > 0. Kuten huomataan, ta¨ssa¨ suhteutetaan ku-
lut niita¨ vastaavien tapahtumien suuruuksiin. Siis mita¨ suuremmat korvauk-
set ja maksut sita¨ suuremmat ovat myo¨s niista¨ aiheutuvat kulut.
Olkoon kyseessa¨ kahden hengen ela¨ma¨nvaravakuutus, jossa vakuutettu-
jen ia¨t hetkella¨ nolla ovat x1 ja x2. Oletetaan edelleen vakuutettujen ja¨ljella¨
olevat elinajat toisistaan riippumattomiksi. Oletetaan, etta¨ vakuutuskausi
on n vuotta ja vakuutusmaksua maksetaan h ≤ n vuotta. Vakuutuksen hin-
noittelussa sovelletaan edelleen ekvivalenssiperiaatetta, mutta nyt ta¨ytyy ot-
taa huomioon siis myo¨s yhtio¨lle aiheutuvat kulut. Nyt siis vakuutusmaksu-
jen ta¨ytyy vastata maksettavien korvauksien ja yhtio¨lle aiheutuvien kulujen
summaa.
Merkita¨a¨n aluksi kappaleen 4 mukaisesti kahden vakuutetun ela¨ma¨nvara-
vakuutuksen nettokertamaksua seuraavasti
P = [S(1, 1)− S(0, 1)− S(1, 0)]Ax1x2:n(V ) + S(0, 1)Ax2:n(V ) + S(1, 0)Ax1:n.
Nyt ka¨ytta¨ma¨lla¨ ta¨ta¨ merkinta¨a¨ ja soveltamalla ekvivalenssiperiaatetta
saadaan yhta¨lo¨
ax1:x2:hB = P + κBax1:x2:h + εSax1:x2:n + I.
Ta¨sta¨ sijoittelemalla termit toisin bruttokertamaksuksi saadaan
B =




Johdetaan uudestaan myo¨s Thielen yhta¨lo¨ nyt, kun laskennassa otetaan
huomioon myo¨s yhtio¨lle vakuutuksesta aiheutuvat kulut. Ka¨yteta¨a¨n edelleen
Thielen yhta¨lo¨n johtamisessa virtauskaaviota, jossa on siis kappaleeseen 4
verrattuna lisa¨tty vakuutusmaksuihin liittyva¨t kulut.






−(1− κ)B(0, 1)(t+ ∆− Tx1+t)
V (t+ ∆, (1, 0))− (1− κ)B(1, 1)Tx2+t
−(1− κ)B(1, 0)(t+ ∆− Tx2+t) V (t+ ∆, (1, 1))−B(1, 1)∆
+κB(1, 1)∆
Na¨in ollen saadaan yhta¨lo¨
V (t, (1, 1)) = ∆qx1+t
[
V (t+ ∆, (0, 1))− (1− κ)B(1, 1)Tx1+t




V (t+ ∆, (1, 0))− (1− κ)B(1, 1)Tx2+t




t δ(s)ds ∆px1+t ∆px2+t
[




= µ1(x1 + t)∆
[
V (t+ ∆, (0, 1))− (1− κ)B(1, 1)Tx1+t




V (t+ ∆, (1, 0))− (1− κ)B(1, 1)Tx2+t
−(1− κ)B(1, 0)(t+ ∆− Tx2+t)
]
+(1− δ(s)∆)(1− µ1(x1 + t)∆)(1− µ2(x2 + t)∆)[




= µ1(x1 + t)V (t, (0, 1))∆ + µ2(x2 + t)V (t, (1, 0))∆
+(1− δ(s)∆− µ1(x1 + t)∆− µ2(x2 + t)∆)[
V (t+ ∆, (1, 1))−B(1, 1)∆ + κB(1, 1)∆
]
+ o(∆)
= V (t+ ∆, (1, 1))− δ(s)V (t, (1, 1))∆−B(1, 1)∆ + κB(1, 1)∆
−µ1(x1 + t)V (t, (1, 1))∆− µ2(x2 + t)V (t, (1, 1))∆
+µ1(x1 + t)V (t, (0, 1))∆ + µ2(x2 + t)V (t, (1, 0))∆ + o(∆).
Edelleen ja¨rjestelema¨lla¨ termeja¨ uudestaan ja jakamalla ∆:lla saadaan
Thielen yhta¨lo¨ksi
V ′(t, (1, 1)) = δ(s)V (t, (1, 1)) + (1− κ)B(1, 1)
+µ1(x1 + t)
[
V (t, (1, 1)− V (t, (0, 1))]
+µ2(x2 + t)
[
V (t, 1, 1))− V (t, (1, 0))].
Kuten huomataan, ei Thielen yhta¨lo¨ssa¨ ta¨ssa¨ tapauksessa ole muita kuin
vakuutusmaksukuormitus. Ta¨ma¨ johtuu yksinkertaisesti siita¨, etta¨ kyseessa¨
on ela¨ma¨nvaravakuutus, jolloin maksuhetkia¨ on ainoastaan yksi eli hetki n.
Ta¨llo¨in luonnollisesti korvauksiin liittyva¨t kulut aiheutuvat vasta ta¨llo¨in ja
ne otetaan huomioon Thielen yhta¨lo¨n alkuehdoissa. Alkuehdot ovat siis ta¨ssa¨
tapauksessa luonnollisesti V (0) = I ja V (n) = (1 + ε)S.
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10 Markov prosessi
Tarkastellaan ta¨ssa¨ kappaleessa lyhyesti usean vakuutetun henkivakuutuk-
sia la¨hestyma¨lla¨ ongelmaa Markov -prosessin na¨ko¨kulmasta. Havainnoillista-
malla siirtymia¨ kaaviokuvan avulla kappaleissa 4 ja 5, olemme raapaisseet
pintapuolisesti Markovilaista la¨hestymistapaa. Perusperiaatteena on nyt siis
tarkastella, kuinka prosessi ka¨ytta¨ytyy ajan kuluessa. Sita¨ la¨hestyta¨a¨n poh-
timalla prosessin tilojen va¨lisia¨ siirtyma¨todenna¨ko¨isyyksia¨.
Olkoon vakuutettuja N kappaletta ja olkoon vakuutettujen ia¨t xj, j =
1, . . . , N seka¨ kuolevuudet µj, j = 1, . . . , N . Merkita¨a¨n vakuutettujen ja¨ljella¨
olevia elinaikoja Txj :lla¨, j = 1, . . . , N ja oletetaan, etta¨ vakuutettujen eli-
najat ovat toisistaan riippumattomia. Mallinnetaan stokastisena prosessina
{Y (t) | t > 0}, missa¨ Y (t) = (y1, . . . , yN) ∈ E, missa¨ E on kaikki mahdol-
liset tilavariaatiot ka¨sitta¨va¨ tiila-avaruus. Erilaisia tilavariaatioita on ta¨ssa¨
tapauksessa 2N kappaletta. Merkitsemme niita¨ kuitenkin edella¨ olevalla ta-
valla merkinna¨n ymma¨rretta¨vyyden helpottamiseksi.
Prosessin siirtyma¨todenna¨ko¨isyydet ovat




P(Txj+u = kj | Txj+t = lj), (10.1)
jossa 0 6 t 6 u ja kj, lj ∈ {0, 1}. Toisin sanoen siis todenna¨ko¨isyys, etta¨ pro-
sessi siirtyy aikava¨lilla¨ (t, u] tilasta Y(t) tilaan Y(u), saadaan tulona jokai-
sen vakuutetun vastaavasta siirtyma¨todenna¨ko¨isyydesta¨ samalla aikava¨lilla¨.
Ta¨ma¨ yhta¨suuruus seuraa vakuutettujen elinaikojen riippumattomuudesta.
Markov-prosessin oletukset 2
1) Markov-ominaisuus tarkoittaa sita¨, etta¨ Markov-prosessi unohtaa ai-
kaisemmin tapahtuneen. Toisin sanoen se, mita¨ tapahtuu tulevaisuudessa,
riippuu ainoastaan siita¨, missa¨ tilassa prosessi on ta¨lla¨ hetkella¨. Ei siis lain-
kaan siita¨, kuinka nykyiseen tilaan on pa¨a¨dytty.
P(Y (u) = k | σ(Y (s), s 6 t) = P(Y (u) = k | σ(Y (t)) (10.2)
2Dickson et al., Nyrhinen
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P(kaksi tai useampi siirtyma¨ aikava¨lin ∆ kuluessa) = o(∆).
Ta¨ma¨ tarkoittaa siis sita¨, etta¨ todenna¨ko¨isyys, etta¨ pienella¨ aikava¨lilla¨ ta-
pahtuisi enemma¨n kuin yksi siirtyma¨ tilasta toiseen, on pieni.
3) Oikealta jatkuvuus Jokaisella t ≥ 0, on olemassa sellainen k ∈ E, etta¨
lim
s→t+
Y (s) = Y (t)











5) Kaikki siirtyma¨todenna¨ko¨isyydet ovat positiivisia
P(Y (t) = j | Y (u) = k) > 0 ∀0 6 t 6 u, j, k ∈ E.
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6) Siirtyma¨todenna¨ko¨isyyksien summa on yksi. Toisin sanoen varmasti ai-
kava¨lilla¨ (t, u] joko siirryta¨a¨n johonkin toiseen tilaan tilasta Y(t) tai pysyta¨a¨n
tilassa Y(t).∑
k∈E
P(Y (t) = j | Y (u) = k) = 1 ∀0 6 t 6 u, j ∈ E.
7) Chapman-Kolmogorov -yhta¨lo¨∑
m∈E
P(Y (s) = m | Y (t) = k)P(Y (u) = j | Y (s) = m)
= P(Y (u) = j | Y (t) = k) = pkj(t, u) ∀0 6 t < s 6 u, k, j ∈ E.
10.1 Intensiteettimalli
Tarkastellaan ta¨ssa¨ kappaleessa kahden vakuutetun mallia. Merkinto¨jen hel-





jossa siis Y (t) ∈ E = {0, 1, 2, 3}.
Merkita¨a¨n
pkj(t, u) = P(Y (u) = j | Y (t) = k) (10.3)



























Na¨ma¨ yhta¨lo¨t ovat niin kutsutut Kolmogorovin forward- ja backward-yhta¨lo¨t.
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Todistus Olkoon ∆ > 0. Ta¨llo¨in saadaan Markov-prosessin oletuksien koh-























Ja¨lkimma¨isen yhta¨lo¨n todistus on vastaavanlainen, joten sivuutamme sen.2
Ta¨ssa¨ kappaleessa olemme merkinto¨jen lyhenta¨miseksi ka¨ytta¨neet siir-
tyma¨intensiteeteille merkinta¨a¨ µkj, joka kertoo siirtyma¨intensiteetin tilasta k
tilaan j. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ usean vakuutetun henkivakuutuksissa siirtyma¨intensi-
teetit ovat vakuutettujen kuolevuuksia.
10.2 Kuolemanvaravakuutus Markov-prosessina
Tarkastellaan esimerkinomaisesti kahden hengen n-vuotista kuolemanvarava-











Kun oletetaan, etta¨ siirtyma¨intensiteetit µ1, µ2 > 0 ja la¨hto¨tila on 0, niin
vastaavat forward-yhta¨lo¨t ovat
dp00(0, u) = p00(0, u)µ00(u)du+ p01(0, u)µ10(u)du








dp01(0, u) = p00(0, u)µ01(u)du+ p01(0, u)µ11(u)du
+p02(0, u)µ21(u)du+ p03(0, u)µ31(u)du
= p00(0, u)µ01(u)du− p01(0, u)µ13(u)du
= p00(0, u)µ1(u)du− p01(0, u)µ2(u)du
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dp02(0, u) = p00(0, u)µ02(u)du+ p01(0, u)µ12(u)du
+p02(0, u)µ22(u)du+ p03(0, u)µ32(u)du
= p00(0, u)µ02(u)du− p02(0, u)µ23(u)du
= p00(0, u)µ2(u)du− p02(0, u)µ1(u)du
dp03(0, u) = p00(0, u)µ03(u)du+ p01(0, u)µ13(u)du
+p02(0, u)µ23(u)du+ p03(0, u)µ33(u)du
= p01(0, u)µ13(u)du+ p02(0, u)µ23(u)du
−p03(0, u)(µ13(u) + µ23(u))du




p00(0, u) = e
− ∫ u0 (µ1(s)+µ2(s))ds
p01(0, u) = e
− ∫ u0 µ2(s)ds(1− e− ∫ u0 µ1(s)ds) = µ1(u)e− ∫ u0 (µ1(s)+µ2(s))ds
p02(0, u) = e
− ∫ u0 µ2(s)ds(1− e− ∫ u0 µ2(s)ds) = µ2(u)e− ∫ u0 (µ1(s)+µ2(s))ds





Huomion arvoista ta¨ssa¨ ratkaisussa on, etta¨ verrattuna kappaleen 5 rat-
kaisuun, saadaan siirtyma¨todenna¨ko¨isyys tilasta 0 tilaan 3 Chapman-Kolmo-
gorovin yhta¨lo¨n perusteella ratkaistua huomattavasti helpommin.
Ma¨a¨ra¨ta¨a¨n lopuksi vakuutuksen nettokertamaksu. Sa¨ilyteta¨a¨n sen laske-
misen periaate pideta¨a¨n samana kuin aikaisemminkin eli painotetaan mah-
dolliset korvauksen vastaavien tapahtumien todenna¨ko¨isyyksilla¨.




























































Kuten huomaamme, monimutkaistuu kaavio huomattavasti verrattuna
kahden vakuutetun tapaukseen jo nyt, kun vakuutettuja on ainoastaan kol-
me.
Kolmen tai useamman vakuutetun tapauksessa vakuutuksen nettoketa-
maksu lasketaan aivan samalla periaatteella kuin kahden vakuutetun tapauk-
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Kuolevuus, ja¨ljella¨ oleva elinaika, nettokertamaksu, vastuuvelka, Thielen yhta¨lo¨, Markov -prosessi
Kumpulan tiedekirjasto
Henkivakuutuksia ka¨sitelta¨essa¨ tarkastelun alla on aina vakuutetun ja¨ljella¨ oleva elinaika, jota ku-
vaa positiivinen satunnaismuuttuja T. Usean vakuutetun henkivakuutuksen ollessa kyseessa¨, ole-
tetaan, etta¨ vakuutettujen ja¨ljella¨ olevat elinajat ovat toisistaan riippumattomia. Toinen henkiva-
kuutusten ka¨sittelyssa¨ olennainen ka¨site on kuolevuus(intensiteetti), jonka avulla saadaan laskettua
todenna¨ko¨isyyksia¨ vakuutetun ja¨ljella¨ olevalle elinajalle.
Henkivakuutuslaskennassa vakuutuskaudet voivat olla pitkia¨, jopa useita kymmenia¨ vuosia. Yhtio¨n
kannalta ta¨rkea¨a¨ on, etta¨ vakuutuksen antaminen on kannattavaa. Perusperiaatteena vakuutusyh-
tio¨lla¨ on aina ekvivalenssiperiaate eli vakuutusmaksujen ta¨ytyy vastata vakuutetulle maksettavia
korvauksia koko vakuutuskauden ajalta. Koska maksuhetkien va¨lilla¨ saattaa olla paljonkin eroa,
ta¨ytyy vakuutuksien hinnoittelussa ottaa huomioon korkoutuvuus.
Usean vakuutetun ela¨ma¨nvaravakuutuksessa korvaus S maksetaan vakuutuskauden lopussa het-
kella¨ n. Korvauksen suuruus riippuu siita¨, ketka¨ vakuutetuista ovat ta¨llo¨in elossa. Yleensa¨ ensin
tiedeta¨a¨n halutun korvauksen suuruus S. Vakuutusmaksun P suuruus saadaan laskemalla hetkeen
nolla diskontatun korvauksen S odotusarvo.
Usean vakuutetun kuolemanvaravakuutuksessa korvaus maksetaan aina kuoleman sattuessa ennen
hetkea¨ n. Korvaushetkia¨ voi siis olla yhta¨ monta kuin on vakuutettujakin. Kuolemanvaravakuutuk-
sen osalta periaate on sama kuin ela¨ma¨nvaravakuutuksessakin, mutta ka¨yta¨nno¨ssa¨ laskeminen on
paljon haastavampaa, johtuen nimenomaan maksuhetkien lukuma¨a¨ra¨sta¨ ja ajankohdista.
Riskien hallitsemiseksi yhtio¨lle ta¨rkea¨ ka¨site on vastuuvelka, joka on ma¨a¨ritelma¨n mukaan tulevien
korvausten ja tulevien vakuutusmaksujen nykyarvojen erotus. Vastuuvelka kertoo siis sen, kuinka
paljon yhtio¨lla¨ pita¨a¨ olla varallisuutta, jotta se selvia¨isi tulevaisuudessa tapahtuvien vakuutustapah-
tumien seurauksena maksettavista korvauksista. Usean vakuutetun henkivakuutuksia ka¨sitelta¨essa¨
vastuuvelan suuruuteen vaikuttaa erityisesti se, missa¨ tilassa prosessi on tarkasteluhetkella¨ eli ketka¨
vakuutetuista on elossa ja ketka¨ kuolleet.
Ta¨rkea¨ apuva¨line vastuuvelan suuruuden ennustamisessa on Thielen yhta¨lo¨, joka kuvaa vastuuve-
lan muutoksia. Thielen yhta¨lo¨a¨ muodostettaessa tarkastellaan virtauskaavion avulla millaisia muu-
toksia vakuutettujen tiloissa mahdollisesti tapahtuu pienella¨ aikava¨lilla¨. Mahdollisten tapahtumien
seurauksena maksettavien korvausten ja maksujen suuruus painotetaan vastaavan tapahtuman to-
denna¨ko¨isyydella¨, jolloin summasta saadaan muodostettua Thielen differentiaaliyhta¨lo¨.
Usean vakuutetun henkivakuutuksia on mahdollista la¨hestya¨ myo¨s Markov -prosessin na¨ko¨kulmasta.
Ta¨llo¨in oletetaan, etta¨ prosessi siirtyy tilasta toiseen intensiteeteilla¨, joka vastaa vakuutettujen kuo-
levuuksia. Nyt prosessin siirtyma¨todenna¨ko¨isyydet saadaan laskettua na¨iden avulla ja vakuutuksen
nettokertamaksua laskettaessa sovelletaan samaa periaatetta kuin aikaisemminkin. Markovilainen
la¨hestymistapa helpottaa erityisesti kolmen tai useamman hengen vakuutuksien ka¨sittelya¨.
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